A IMPORTANCIA DA NOGAO DE FUNGCAO HOMOGENEA

HELIo BERNARDO LOPES!

Resumo. O conceito de fungédo homogénea esta presente desde o inicio
dos cursos de licenciatura que contemplam nos seus planos de estudos
disciplinas de Andlise Matematica. Trata-se de um conceito simples,
facilmente domindvel, embora o mesmo ndo seja suficientemente
aprofundado, estando ausentes muitas das suas ligagdes com outros
dominios da Matematica e da Fisica, que surgem no seio de outras
disciplinas.

Um dos dominios cuja apresentagdo e desenvolvimento requer o
conhecimento de quanto envolve o conceito de fungdo homogénea, é o da
Anélise Dimensional, estruturada a partir dos primdrdios do Século XIX, e
que serve de suporte a Teoria da Semelhanca, a luz de cuja doutrina se
estabelecem os critérios de semelhanca e as correspondentes relagdes, que
sdo temas absolutamente essenciais no ensaio de estruturas diversas por
recurso a modelos reduzidos.

A nocéao de fungdo homogénea surge logo no primeiro ano dos cursos de licenciatura onde
uma disciplina de Analise Matematica esteja presente.

Tal como é apresentada, trata-se de uma nogao simples, de facil apreensao e dominancia,
embora, de um modo quase geral, a referida nogdo nédo seja suficientemente aprofundada,
nem se mostrem algumas das suas importantes ligagcdes a outros dominios da Matematica e
da Fisica Aplicadas, e que surgem no seio de outras disciplinas de certos cursos de
licenciatura.

Um dos dominios cuja apresentagéo e desenvolvimento requer o conhecimento de quanto
gira ao redor da nogéo de funcdo homogénea, € o da Andlise Dimensional, cuja estruturagéao
teve o seu inicio nos primérdios do Século XIX, que é a estrutura que serve de suporte & Teoria
da Semelhanga, sob cuja doutrina se estabelecem os critérios de semelhanga e as
correspondentes relagdes, temas absolutamente omnipresentes e essenciais no ensaio de
estruturas diversas através de modelos reduzidos.

Note-se, contudo, que o dominio da Analise Dimensional tem também aplicacdo em areas
como a Economia, e até a Sociologia e a Psicologia.

Seja, entdo, a fungdo, f : R"—> R, k,e R, (i= 1,.,n). Dizse que f &
incondicionalmente homogénea se e so6 se:

f(klxl,...,knxn) = g(kl,...,kn)-f(xl,...,xn).
M
A funcdo g : R" — R, da-se o nome de factor de homogeneidade.

Admite-se, claro esta, que (x,,...,x,) e (k,x,,....,k,x,) pertencem ao dominio de f,
D, c R",eque (k,,....k,)e D, c R".

Em contrapartida, se (1) sé for vélida no dominio definido por certas condigdes nos
coeficientes k;, (i =1,...,n), f diz-se condicionalmente homogénea.
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Pode demonstrar-se facilmente que toda a fungéo, f : R" — R, que seja um monémio do
tipo:

n
— % X % = o
f(xl,...,xn)—xl XXX, —Hx,.
i=1

com «eR, (i= 1,.,n), € uma funcdo incondicionalmente homogénea, sendo o
correspondente factor de homogeneidade:

glkysnk, ) =k XX k™ :f[kﬁ
i=1

com k,eR, (i=1,..,n).

Pode, porém, ir-se mais longe, tendo presente que qualquer funcao continua em certo
dominio, que seja ai incondicionalmente homogénea, é necessariamente um monomio.

Assim, por exemplo, a fungéo, f : R R R, definida por:
f(x,x,, %) = X2,

€ uma fungao incondicionalmente homogénea, dado ser um monémio e continua no seu
dominio. O correspondente factor de homogeneidade é:

372
g(kl’kZ’k3) = kk k3.
No caso de se estar perante uma fungéo condicionalmente homogénea, f : R" — R:

f(x),..0.x,)

em que as condi¢des nos parametros k,€R, (i = 1,...,n), sdo do tipo monomial, e nos termos
do sistema que se apresenta a seguir:

km+l = ka]l X szzm
(2) e e e
km+[7 kall’ Koo X kZmﬁ

com m+p=n, k;eR,(i=1,.,m),afungdo f pode escrever-se na forma:

Xl x””’[’

k k
X ...x)zx‘x---Xx'“-
f( 1° Mn 1 m g xl(,y]l X"'X.X::'”l ’ ’xla“’)(.-.x_x::”p

3)

Os expoentes, .., (i = 1,...,m; j = 1,.., p), assumem os valores reais adequados a
tornar cada uma das expressoes:

'xm+ J

Ao, Do
XX XX,



num mondémio homogéneo, (m =1,...n; j =1,..,p).

Como é evidente, nas expressdes anteriores, para a fungdo f como para a fungao g,
supbe-se sempre que estas fungdes estdo definidas nos pontos considerados.

E, tal como j& se referiu para o caso incondicionalmente homogéneo, também a expressao
(3) define f como uma fungdo homogénea, qualquer que seja a fungdo g, desde que as
condigdes nos parametros, k;eR, sejam as dadas pelo sistema (2).

Ora, 0 que se disse até aqui para uma fungéo, f : R" — R, pode estender-se ao caso de
uma equagao com n € N incognitas:

f(xl,...,xn) =0.

4)

Assim, diz-se que (4) é uma equacao incondicionalmente homogénea se se tiver:

Flkx, ok, x,)=0

com (x,...,x,) e (k;x,....k,x,) pertencentes a D, < R", e k;, € R, (i=1,.,n),
quaisquer.

Ao invés, se os parametros k, satisfizerem a certas condicées, (4) diz-se uma equagéo
condicionalmente homogénea.

No caso em que a equagéo (4) permite explicitar a incognita x,, por exemplo, como uma
funcdo das restantes:

f, :R""> R, (x,....,x,,) e D, € R"", e f, for condicionalmente homogénea, com as

condi¢des nos parametros k;, € R, (i =1,...,n), dadas pelo sistema abaixo:

=
Il
=~
:Q
X
X
tal
R

com m+ p =n, (5) pode entdo escrever-se na forma:

'xm+1 xm+P_1

k k
X =x'X---XXx"
n 1 m g xla]l X"'X.X'Z'”] ’ ’xlal.(p—l) X‘.‘Xx:;n.(p—])

Como se salientou logo ao inicio, o conceito de fungdo homogénea é essencial no
tratamento da Analise Dimensional, dado manusearem-se neste dominio grandezas onde é
essencial definir-se uma relagdo de igualdade, bem como a operacdo de adigdo dos seus
valores, de molde que aquela relacdo e esta operacdo sejam independentes do sistema de
unidades que esteja a ser utilizado.



Nada impede, contudo, que se considerem os parametros k, € R, (i = 1,..,n), como

sendo um Unico - seja t € R -, dizendo-se, entéo, que a fungdo, f : R" — R, é homogénea se e
s6 se:

flx, ) =t“f(x,....,x,)
(6)

onde se supde que (x,,...,X,) e (tx,,...,tx, ) pertencem ao dominio de f, Df C R", eonde

o e R. Afuncgao t* da-se a designacio de factor de homogeneidade, designando a constante
real, & , por grau de homogeneidade da funcéo f.

Esta funcao dir-se-a positivamente homogénea de grau de homogeneidade &, se (6) for

véalida apenas para valores de fe R,. Como é evidente, uma fungdo homogénea é
positivamente homogénea, mas a reciproca néo é verdadeira.

Note-se que, se em (6) se proceder a mudanca de variavel:

1
t=—
'xl
vira:
Xoox ) fx,esx,)
f 1’ ’ ’ - o
'xl 'xl xl
@)
ou seja:

comg:R"" > Recom:

x2 xn
x, #0 A — ., eD,.
Xy Xy

Como é evidente, qualquer que seja o sistema de unidades com que se esteja a trabalhar
no Ambito do estudo de certo fenémeno, os quocientes:

— A (i=1,...,n) A x, #0
X

sao fungbes homogéneas, tal como com as restantes fungbes que aparecem em (8).

No caso de existirem as primeiras derivadas parciais de uma fungéo f(xl,...,xn), que
seja homogénea de grau @, cada uma dessas derivadas parciais é ainda uma funcéo
homogénea, mas de grau @ —1. E se existirem as derivadas parciais de ordem k, (k=
1,...,n), elas serdo, por igual, homogéneas de grau & —k .



Por fim, saliente-se que, sendo, f : R" — R, uma fungéo positivamente homogénea de grau
de homogeneidade, &, se tem a importante Identidade de Euler, desde que existam as
primeiras derivadas parciais da fungdo dada:

X fo +orxf =af
9

ou, de modo mais sintético:

infx; =a-f.

9

A reciproca é, por igual, verdadeira: se certa fungéo, f : R" — R, for diferenciavel e verificar
a Identidade de Euler, (9), essa fungao é positivamente homogénea.

Torna-se facilmente evidente que se certa fungdo assumir a forma de um polindmio nas
variaveis, x,, (i =1,...,n), 0 mesmo serd homogéneo de grau & € R se for & o grau de cada
um dos seus monomios, ou seja, se sendo a fungao da forma:

i k k2 k/x
f(xl,...,xn)— le'xz X,
se tiver, para cada monomio:

ki+--+k =a.

A expressdo (7) permite concluir que, se f & fungdo homogénea de grau de
homogeneidade 0, ela depende apenas dos quocientes:

— A (i=2,...,n) A x, #0

entre as suas variaveis:

1 = fl 1o
X5 X,) = fIL—,...,

X X

Toda esta doutrina sobre o conceito de fungdo homogénea, tal como se disse ao inicio, é
requerida na estruturagéo da Andlise Dimensional, pelo que se justificam algumas referéncias a
este dominio.

Como é evidente, quando se procede a medigao de certa grandeza mecéanica necessita-se
de uma unidade como termo de comparacgao.

Embora as unidades utilizadas na medicao das diversas grandezas mecanicas possam ser
as mais diversas, e escolhidas independentemente umas das outras, torna-se conveniente
deitar mdo do que se designa por sistema coerente de unidades.

Um tal sistema é constituido por um conjunto de unidades fixadas de modo arbitrario,
chamadas unidades de base (ou fundamentais), e por unidades derivadas, cuja definicdo
se faz a partir das primeiras, usando certas formulas, a que se da o nome de equacées de
definicao.



Assim, quando se esta perante a equacao de definicdo de certa grandeza mecénica, pode
acontecer que naquela apenas figurem unidades de base, ou também unidades derivadas,
porventura, misturadas com as primeiras. Como é 6bvio, contudo, esta Ultima situagdo acaba
sempre por degenerar na primeira.

Se na equacéo de definicdo de certa grandeza se substituirem as unidades de base por
simbolos que as representem, obtém-se a designada equacao de dimensodes da grandeza em
causa. Dado que as equagbes de definicdo sdo sempre expressbées mondmias, 0 mesmo
acontece com as equagdes de dimensdes.

Como se sabe, o sistema de unidades mecanicas internacionalmente adoptado é o
Sistema Internacional de Unidades, Sl, que foi adoptado pela 112 Conferéncia Geral de Pesos
e Medidas, que teve lugar em Paris, no ano de 1960.

Neste sistema, e no dominio mecéanico, as unidades de base sdo o metro, para o
comprimento, o quilograma, para a massa, € o segundo, para o tempo.

As equacdes de dimensbes das diversas grandezas mecanicas vém, pois, expressas do
modo seguinte:

[X]=L*M’T"

onde L, M e T representam, respectivamente, o comprimento, a massa e o tempo, e onde o,
e v sdo as dimensdes da grandeza X face as grandezas fundamentais no sistema coerente de
unidades adoptado, onde as unidades de base s&o o metro, o quilograma e 0 segundo.

Neste ponto, ha dois teoremas que se impbe apresentar: o Teorema da Homogeneidade
e o Teorema dos Parametros Adimensionais”.

Veja-se, pois, 0

TEOREMA DA HOMOGENEIDADE?®. Em toda a expressao, equacgao ou férmula fisica, tedrica
ou empiricamente deduzida, as dimensbes de todos os seus termos devem ser idénticas. Ou
seja, aquela deve ser dimensionalmente homogénea.

Significa isto que, se se igualarem duas expressdes da Mecanica, as dimensfes das duas
expressoes tém de ser idénticas. E quando em dada expressdo da Mecénica certa grandeza
aparece diversas vezes, ela tem de vir expressa, em ultima anélise, nas mesmas unidades de
base do sistema de unidades adoptado, ou 0 mesmo deixaria de ser coerente.

O segundo teorema atras referido € o

TEOREMA DOS PARAMETROS ADIMENSIONAIS*. Dado um fenémeno fisico qualquer e
conhecida uma relagéo:

7(A.A,.....A)=0

(10)

entre todas as varidveis, em numero de n, que nele intervém, se se escolher um sistema de
m grandezas fundamentais, a expressao anterior pode transformar-se numa relagéo de n—m
parametros adimensionais:

2 Também conhecido por Teorema dos w, ou Teorema de Vashy-Buckingam.

3 O enunciado que se apresenta € o que se contém em HIDRAULICA GERAL, Volume I, Alberto Abecasis Manzanares, Técnica,
AEIST, 1979.

* 0 enunciado que se apresenta ¢ o que se contém em HIDRAULICA GERAL, Volume I, Alberto Abecasis Manzanares, Técnica,
AEIST, 1979.



¢’(7T1,7r2,...,7[n_m):0
(1

em que cada parametro contém m+1 variaveis, somente uma das quais muda de parametro
para parametro, sendo as outras m as tomadas para fundamentais.

Se se admitir um sistema como o internacionalmente adoptado, existem, como se sabe,
trés grandezas fundamentais. Designem-se essas grandezas por A,, A, e A,, e suponha-se

que estas grandezas sao trés das que figuram em (10).

Nestas circunstancias, (11) terd n — 3 parametros adimensionais, cada um dos quais é um
mondmio homogéneo de grau de homogeneidade 0.

Cada um desses mondémios homogéneos e adimensionais sera do tipo:

A
. =——"——F
COANALAY

onde o, , B, e vy, sdo as dimensdes da grandeza A; tomadas em relagao as trés unidades
de base, A,, A, e A,, respectivamente.

Estes parametros, 77, , em nimero de n— 3, tomam a designagdo de numeros indices®

do fendmeno em estudo. Assim, se depois de bem analisado se decidir que certo fenémeno
fisico depende de cinco grandezas mecanicas, 0 seu estudo teria de fazer-se através do do
efeito de cada uma dessas grandezas, com as restantes tomadas constantes. Uma tal tarefa
seria, naturalmente, cansativa.

Contudo, se se tomarem trés dessas grandezas para fundamentais, ser-se-a conduzido de
uma situagao inicial do tipo:

f(Al’Az’As’A4,A5)=0

para uma outra da forma:
(0(7[1 ’7[2) =0
\_q/_—J
(12)
onde se tem:

A A,

T = ="
LA AR AL CARARAL

Passa, pois, através de (12), a dispor-se de uma equagdo com apenas dois numeros
indices, 7, e 7, . Realizando ensaios diversos do fendmeno em estudo, obtém-se um conjunto

de pares ordenados do tipo, (7,,7,), que podem representar-se num sistema de dois eixos
cartesianos ortogonais.

S6 numa situacao de verdadeira raridade se encontrara uma relagéo causal do tipo:

7, = ¢(x,)

* Também designados pariametros caracteristicos do fenémeno.



pelo que o que havera a fazer sera adaptar uma relagdo funcional, @, que minimize os desvios

em relagdo aos pares ordenados, (7,7, ), que sera, pois, a considerada como representando
o fenémeno em estudo.

Essa relagao, sera, pois:

nedr) e e ed ]
1 2 A3al Afl A57’1 A3az Afz A572

ou seja:

A
A = Aa]AﬁlAyl¢(a—2j.
1 3 4 5 A32Af2A572

Fica assim exposto o conceito de fungdo homogénea, através de um conjunto vasto de
definicbes e propriedades, mas também a referéncia a sua presenga no estudo da Analise
Dimensional, que se projecta, como se disse ao inicio, na Teoria da Semelhanga e nas suas
aplicagbes a construgdo de modelos reduzidos, onde tem de deitar-se méo de critérios de
semelhanga. Ora, uma condicao essencial para que haja semelhanca, a luz de certo critério,
entre protétipo e modelo, é que os numeros indices correspondentes, para cada grandeza,
sejam iguais no protétipo e no modelo.

Péde, pois, mostrar-se que o conceito de fungdo homogénea é, afinal, bem mais rico e Util
do que a uma primeira vista podera depreender-se da doutrina normalmente apresentada nas
disciplinas de Matematica onde ¢é tratado.
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